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Exercice 1 : Sur 5 points

1. On calcule les coordonnées des vectdidet AC, s'ils ne sont pas colinéaires c’est que
les points A, B et C ne sont pas alignés.

_3- _ 3 1
AB {— 1 —3 d'oUuAB {— ;J De mémeAC {2 - z] d'ou AC (1J
4 4— 1

7T —
AB et AC ne sont pas colinéaires doAgcB et C ne sont pas alignés

2
2.a) (d) a pour vecteur directeun” = (—3}

1
Calculons'u .AB et U .AC :

2 —

ﬂi&ﬁ=f€)[—%=2x(-a+(-$x(-a+1x4=—1o+6£m
1 4

donc U etAB sont orthogonaux.

1) \1
donc U’ etAC sont orthogonaux.
Le vecteur u  est orthogonal a deux vecteurs non colinéairgdatu(ABC), il est donc
orthogonal au plan (ABC).a droite (d) est orthogonale au plan (ABC).

2\ (1
U .AC = —%-@}=2x1+68)x1+1x1=2—3+1=0

b) U~ est orthogonale au plan (ABC))” est donc un vecteur normal au plan (ABC) donc le
plan (ABC) a une équation cartésienne de la forge—= 3y +z +d = 0.

Pour déterminer d, on remplace par les coordontheds(car ALl (ABC) ) dans I'équation :
2x2-3x1+3+d=0dad=-4

On en déduit I'équation cartésienne du plan (ABEY -3y +z—-4=0

3.a) * Calculons les coordonnées de H :
2x(-7+2)—=3x(-3t)+(4+1)-4=0
—14+4t+9t+4+t-4=0

Xp=—7+2x1
14t =14 soitt=1doy yh=—3x1
zn=4+1

On en déduit les coordonnéesHi¢-5 ; — 3 ; 5)
* Calculons les coordonnées du barycentre H' de<{R), (B; — 1) et (C ; 2)

fX’:—2><2—1><(—3)+2><3
: -2-1+2 _
_ox1-1x(-1)+2x2 |XT7O
< Y = > _1+2 soity yw =—3
_2x3-1x7+2x4 2w =5
LT T2 1+2

On en déduit que H’ et H sont confondus.
Donc queH est le barycentrede (A ;- 2), (B ; —1) et (C2)
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b) — 2MA — MB + 2 MC = —MH d’apreés les propriétés sur les barycentres.
MB —MC =MB — (MB + BC) = -BC =CB
Donc (— 2MA — MB + 2 MC).(MB =MC) =0 « —MH.CB =0~ MH.CB =0

L’ensemble des points cherchigest unplan passant par H et perpendiculaire a (BC).

6

BC [ 3} doncI'; a une équation cartésienne déeolae 6x + 3y — 3z +d = 0.
-3

HOT1donc6x—-5+3%x—-3-3x5+d=0 soit d =Bd simplifiant par 3, on obtient :

I'; a pour équation cartésiente+y —z + 18 =0

) || — 2MA = MB + 2MC || =1/29 = || -MH || =4/29 = MH =+/29.
L’ensemble des points cherchgest unesphére de centre H et de rayoN/ZB.
Son équation est(x + 5)2 + (y + 3)2 + (z — 5)2 = 29.

d) L'intersection d’'un plan et d’une spheére est urtlee
Ici nous avons un point commun entre le plan splare c’est le point H centre de la sphere.

Donc l'intersection d& etI, est lecercle de centre H de rayon,/29 contenu dans le plan
I';.

e) Remplagons les coordonnées de S dans I'équatibn:de
2x-8+1-3+18=-16-2+18 =0. Dond 5.
Remplacons les coordonnées de S dans I'équatibp de
(-8+52+(1+3)2+(3-52=9+16+4="2&nc ST,
S appartient a I'intersection del'; etT';,

Exercice 2 :candidats n'ayant pas suivi I'enseignement de spiétité (sur 5 points)

1. a)L’homothétie de centre A et de rappdﬁ a pour écriture complexe :

2 =\[2(z - i) +1i

En remplacant z par 2 on trouve

zs1=1[2(2 = 1) +i= 3[2 +i(1+2)

B, a pour affixe 2/2 +i(1 —/2)

b) La rotation de centre A et d’ang];[iea pour écriture complexe z' %@ (z — i) + i

En remplacant z pagzon trouve :

zg = d™ (22 +i(1 \[2) = i) +i
Zg =(32Q+i32é)(2\/§—i\/§)+i

Zg =(2-i+2i+1)+i=3+2i
B’ a pour affixe 3 + 2i

2. a)B a pour affixe 2 donc I'image de B daa pour affixe :
Z=(01+)x2+1=3+2i
B’ est 'image de B par f.
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b) Cherchons les points invariantsfde
Z=z=(1+1i)z+1

z—-(1+i)z=1

—iz=1soitz =.

f a un unigue point invariant d’affixe i c’est doncA.

-7
C) Calculonsﬁ

A A (1+|)z+1—z Z+iz+1—-z iz+1 |z—i2__.i—z__I
i—z i—z i—z iz i-z iz~
DoncE —%=_j

i—z
2 -z MM _ D
‘i—z MA et|—il= 1donf:M— 1 soitMM’ = MA

arg( j—(l\/fA I\/iﬁ/l)[Zn]etarg(—D—— doncm——z[zm

Pour M distinct de A :
On trace un cercle de centre M passant par A.
On trace la droite perpendiculaire a (AM) passant\d, elle coupe le cercle précédent en

deux points. M’ est celui tel qu&fA, M) = — g[ZTl].

3.a)z-2| =

DoncX; I'ensemble des points M du plan tel que |z —x’d|_2=revient a chercher I'ensemble
des points tel que BM §2.

Il s’agit d'un cercle de centre B et de raygﬂ_ﬁ.

b)(A+)(z-2)=1+1)z-2-2i=2"-1-2%=72"-3 - 2i
onabierg’—-3-2i=(1+1i)(z-2)

SiMOZX; alors |z - 2| r\/i

|z2—=3-=2i|=|(1 +1i)(z-2)|

22 =3=2i|=]1+i] x |z-2]

Iz —3-2i|22x/2=2

|z7-3-2i|=2

B'M =2

Si M 0 X, alors son image M’ pdrappartient au cercl® de centre B’ et de rayon 2.
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Exercice 2 :candidats ayant suivi I'enseignement de spéciali{éur 5 points)

Partie A

1. A a pour affixe 3i, B a pour affixe 6 et O a paiiixe O.

Il existe une et une seule similitude directe gamsforme A en O et O en B si, et seulement si

il existe deux complexeas etf3 aveca # 0 tels que { 0=ax3i+p
6=0ax0+p3

Résolvons le systeme :

{0=0(><3i+B {O:GXSHG a:—_?).G {0(=2i
=1 =1 |c>
6=0ax0+B 6 =P B=6 B=6

Donc lasimilitude directe existeet a pour équation complexe : z' = 2iz + 6 22p+ 6.

6 _6+12i
1-2i° 5

6 +512I, un rapport de 2 et un angle

Le centre de la similitude a pour affixe ; w

Elle a donc pour caractéristiques un centre d’affie

n
de >
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2. Il existe une et une seule similitude indirecte tgamsforme A en O et O en B si, et
O=ax 3i +f3

seulement si il existe deux complexest3 aveca # O tels que —
6=ax 0+

, . JO0=ax 3 +B  [0=—ax3i+6 a=2=_9;
Résolvons le systemey: o - 3i
B=6

6=ax 0 +p 6=p
Donc lasimilitude directe existeet a pour équation complexe :
Z=-2iz+6=-28"7 +86.

Elle a donc pour caractéristiques un rapport 2 et o angle de —g.

Partie B :

1. La transformatioti est la similitude indirecte de la partie A.
Cherchons un point invariant c'est-a-dire un ptghtjue z’ = z en posant z = a + ib.
z=-2i z+6
atib=-2i(a—-ib)+6
a+tib=-2ai+2i’b+6
atib=-2ai-2b+6
a+t2b-6+i(b+2a)=0
. {a+2b—6:0 {a:—Z
SOt h+2a=0 “|b=4
Conclusion: f possede un unique point invariant K d’affixe — 2+ 4i.

2. a)g est la composée de deux similitudes de pointriangaK. (centre des similitudes).
Donc g laissée point K invariant .

h est une similitude de rappél;rtet f est une similitude de rapport 2. Or la condigode deux

similitudes a pour rapport le produit des deux umpsoit% x2=1.

g est une similitude (car c’est la composée de dauititudes) de rapport 1 c’est donc une
isométrie.

b) L’écriture complexe de h est :
=52 +2-4)-2+4iZ2+1-2-2+4i5z-1+2i
M” =f o h(M) = f(M’)

1 )
douz'=-2i (EZ—1+2)+6

(1— .
y4 :—2|(2 z —1—2)+6

z'=—iz+2i—-4+6
z'=—iz +2i+2
g a bien pour écriture complexe : z” = —iz+2i+2
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c) Si le point invariant est sur I'axe (d\][) alors il a pour affixe ai.

ai=—ji(a)+2+2i=—-i(—a)+2+2i=—a+2+2i.
On en déduit que a = 2 et qge sur l'axe (O;D\T) un unique point invariant qui est L
d’affixe 2i.

g a deux points fixes distincts K et L donc g est Kdentité soit la symétrie axiale d’axe
(KL). Or si on cherche I'image de O pargontroueg’=—ix0+2i+2=2i+2£0
Donc O n’est pas un point invariant.

g n'est donc pas l'identitéest donc la symétrie axiale d’axe (KL)

d) g =f. h et soit h’ une homothétie telle que f =Ig.

on en déduit que g =«¢h’ - h donc h’= h = Id.

h’ est donc I’'homothétie réciproque de h, c'estraithomothétie de centre K et de
rapport 2.

3. Soit (A) un droite. f=g h'.
f(A) = g- h'(A).

Or I'image d'une droite par une homothétie estdine parallele, et on a I'égalité dans
certains cas particuliers (si I'hnomothétie estaggort 1, ou si la droite passe par le centre de
I'homothétie).

L’'image deA par h’ est donc sofik (si A passe par K) soit une droite parallels.a

g est une réflexion or les seules droites qu’ufilexi®n transforme en droites paralleles sont
celles qui sont paralléles a I'axe de la réflexion.

Les droitesA telles que f@A) et A soient paralléles sont les droites paralléles a (K
Exercice 3 :Sur 7 points.
Partie A : étude d’'une fonction

1. a) Sur [0 ; +o [ la fonction g définie par g(x) = x est définied&rivable (c’est une
fonction affine).

Sur [0 ; o [, la fonction h définie par h(x) = x + 1 est d@éi et dérivable (c’est une fonction
affine).

Sur] 0 ; +o [, la fonction In est définie et dérivable.

Donc par produit et composée de fonction la fomctiest dérivable sur [0 ;oe].

Onapourtoutxde [0 o[ : (x):ln(x+1)+x><x+1

=1n (x + 1) +—=—

X+1
Sur [0 ; 4eo [
e x+1>1doncin(x+1)>In1(carlnestcraiste sur]0;e[).
soit In{£x1) >0
X
) x+1>O

Par conséquerfit(x) >0 sur[ 0 ; 4o .
La fonction f est donc strictement croissante sur [ O ;o¢ [.
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b) Déterminons I'équation de la tangente a (C) antp.
Cette tangente a pour équation : f/(8)(x — 0) +f(0)
Soity(x —0) + 0 = 0.
L’équation de la tangente a (C) au point O a pour@uation y = 0 c’est donc I'axe des
abscisses

2. a) Soient a, b et c trois réels.
ax + b +S _(@ax+b)x+1l)+c
x+1 X+1
al+(@+bx+b+c

X+1
2

. e X
Par identification ave§+— ona:

1
a=1 a=1
a+b=0soity b=-1

b+c=0 c=1
_ 1
On a donc pour tout x# -1, x+1_X_1+m
b)

(1 X [t 1
l_foX+1dX_l_L (X_1+x+l) dx

1

2
F(——x+ln(x+1}

2 0

NI~

—1+In2

Soit | :—%+ In 2.

3. L’aire Ade la partie du plan limitée par la courbe (Ckestdroites d’équations x =0, x =1
ety =0estégale a:
A= [L1(x) dx

= J&xin(x +1) dx

u’(x) :+1

poson% \lj,((xx)) :: l)r(](XJrl)on a

Par intégration par parties :

2 1 2
_ X Ix 1
A—[Z In(x+1)}0—fo X dx

N X

V(X) = >

_n2 1
T2 2
In2 1 In2
= 4+ ——
2 4 2
_1
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4. f est continue et strictement croissante sur [0& idleurs dansf{0) ; f(1)] soit a valeurs
dans[0;In2].

Or 0,2500[ 0; In 2], donc d’aprés le théoréme des val@utermédiaires, I'équation

f(x) = 0,25 admet une unique solution, natesur 'intervalle [0 ; 1].

A l'aide de la calculatrice on &(0,56) = 0,249 e#(0,57) = 0,257
Doncf(0,56) <f(a) <f(0,57)
Commef est strictement croissante sur [ 0 on en déduit 0,56 <a < 0,57.

Partie B : étude d’'une suite
1. Soit n un entier naturel.
On a pour tout x de [0 ; 1]

. Xn+1<xn
e x+1>1doncin(x+1)>In1(carlnestcraiste sur]0;e[).

soit In{x1) >0
Par conséquent sur [0 ; 11%In (x + 1) <X.In (x + 1).
Il s’en suit que [ X" " Lin(x +1) dx <[ x"In(x +1) dx
Donc pour tout entier naturej Ui < u,
La suite (u,) est donc décroissante.

Montrons que la suite {uest minorée :
On a pour tout x de [0 ; 1]

e X' >0

e In(x+1)>0

Par conséquent’n (x + 1) > 0.
On en déduit alors que pour tout entier natuged 0.

La suite (u,) est décroissante et minorée par 0, elle est dooenvergente.

2.0napourtoutxde[0;1]:0<x<ldoncl<«gt<?2
Comme la fonction In est croissante sur ] Ox frona: 0<In(x + 1) <In 2.

De plus pour tout entier naturel et pour tout X Ge 1] X' > 0, on en déduit 'encadrement :
0<X'In(x+1)<X.In2

Par intégration on a :
JEodx <fxn (x + 1)dx <! x"In2 dx

n+171
0<Un<|I’12[X }

n+1j
In2
<, <
0<u ——
. In2 _
nll—>m+oc n+ 1_ 0
e I|im 0=0
N - +oo
Donc d’'aprés le théoreme des gendarnn1'EB un = 0.
— +oo
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Exercice 4 :

1.p(X>6) =1-p(x6)
- _6 —AX
=1 Io/le dx
_ A
=1-[-e x]g
=1+6* -d=¢™

-6
2. Il faut résoudre p(Xt) = 0,5 soitJ';o, 2202 dx=0,5
[-e**t=1-e%%=05
e %%=0,5

_ ... In05 . . .
—-0,2t=In0,5soitt =0 2= 3,5 année soit 3 ans et 6 mois.

C’est au bout de 3 ans et six mois qu’un robot a larobabilité de 0,5 de tomber en
panne.

=0,2a 10°preés.

3. Il faut calculer P(X > 2)
p(X>2)=1-p(K<?2)

2
=1 —J' 0,260 ¢ix
0

= @ 02%x2- o=04

La probabilité qu’un robot n’ait pas eu de panne aucours des 2 premiéres années

este 94

4. Il s’agit d’une probabilité conditionnelle.
_P(X>6nX>2)_ P(X>6) _ 0,3 _
Px>2) (X>6) = P(X > 2) = P(X>2) e
La probabilité gu’il soit encore en état de marahéout de six ans sachant qu’il n’a pas eu
de panne au cours des deux premieres années@gbde

0,45

5. Considérons I'épreuve de Bernoulli consistantuaiét le comportement d’un appareil au
cours des deux premieres années.

La probabilité d’une réussite (absence de panrars des deux premiéres années) esfe
et la probabilité d’un échec (au moins une pansele e %

Il'y a 10 appareils, donc il y a 10 épreuves indépates. Nous avons donc affaire a un
schéma de Bernoulli.

La probabilité que tous les robots aient eu au moime panne au cours des deux premiéres
annees est :

(l-€ o,zb 10

Donc la probabilité que au moins un robot n’ait pagie panne au cours des deux premieres
années est de :

1-(1-¢e°%%=0,99998.
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