Nouvelle Calédonie Nov 2007 série S  Corrigé Page 1 sur 13

Exercice 1 :Sur 4 points(commun a tous les candidats)

1. Posons z=x + 1y
22+ Z2=9+i = 2(X+iy) +X—iy= 9+
= 3x—-9+iy-1)=0
= 3X—-9=0ety-1=0
= Xx=3ety=1.
Une solution de I'équation 22+ z9+iest:z=3+i Réponse c)

2. Soit z un nombre complexe ; Posons z = x + iy

[z +i| =[x +ily+ 1) =+ (y+1f =A[X¥+ ¥ +2y +1
De plus :

|zl + 1=+ ¥ +1

2-1 =A[(x -1 + Y =+ Y - 2x + 1
17 +1|=lix-ip+ 1 =ly+ 1+ =G+ IF @ =ARCFy+2y 1

Donc:|z+iestégala‘: iz+ 1‘ Réponse c)
3. Soitz=—1+4/3

o o[ 1,43 _2n
onal z| =2 21—2(—2“32[) doncarg (2 =3

Soit z un nombre complexe non nul d’argurrﬁedbnc_z a pour argument 6-
Un argument délgg est :2?11_ (-6) = %ﬂ +0 Réponse b)

z
4. Soit n un entier naturel.

Ona|\/§+i|=2 donc \/§+i:{3§+%j=2(cosg+isingj

Donc(xf3 +1)" = T(cos%n+ i sin%n)

Le complexe(\/§ + i)n est un imaginaire pur si et seulement si :
nrt

2" cosg = 0

T T
=§+kn kO2) (2”¢Oetco$:0)

+k(kO2Z)

6
n_
0=
n=3+6k (k12)

1
2
=3

Réponse b)
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5. Soient A et B deux points d’affixe respective +ét
z-il=lz+1 «|z-2]|=[z-2|
= MA=MB

L’'ensemble des points M d’affixe z vérifia|nt z|—=i| z+ JJ est la médiatrice du segment
[AB].

On vérifie que le point O appartient a cet ensembleffeﬂ 0 —|i= 1 et| 0+ i= 1.

Donc I'ensemble des points M d’affixe z vérifiént—ﬂ = | z+ ]] est la droite perpendiculaire

a (AB) passant par O.
Réponse c)

6. SoitQ le point d’affixe 1 —i.
Posonsz=x + iy

|lz-1+] =|3-4 < |z-1+]=5
o z—1+i=51_ee avecH réel @ est 'argumentde z — 1 + ).
- z=1-i+5F avech réel

L’ensemble des points M d’affixe z = x + iy vér'rﬁd z-1+ l :| 3- 4‘ a pour équation :
z=1-i+5& aveco réel Réponse c)

Rq : Il s’agit du cercle de centfeet de rayon 5.

7. Soient A et B les points d’affixes respectived 3ie

Soit le point C d'affixe & tel que le triangle ABC soit isocéle ay@B,AC) =g.

ABC est rectangle isocéle en A. Donc C est I'imdgepoint B par la rotation de centre A et

S
danglez.
in
Doncz—-z=e 2 (z—2) Soitz=iBi—4)+4=1-4i
L'affixe du point C tel que le triangle ABC soibitle avedAB,AC) :1—2Test :1 -4
Réponse a)
z—-2_ z—-2_2(z-1)
877172 7217 z-1
ez-2=%2-z (1)
- ZZ-22+2=0 A=4-8=-4 (z 1)
az:2;2|:1+i ouz:2;2|:1—i (# 1)

L’ensemble des solutions dans C de I’équaﬁin—i: zest:{1-1;1+1i}

Réponse c)
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Exercice 2 :Sur 5 points(commun a tous les candidats)

1. a) Un responsable de magasin achéte des composacti®giques aupres de deux
fournisseurs dans les proportions suivantes : 2 %remier fournisseur et 75 % au second
Donc : p(k) =0,25 etp(k =0,75.

La proportion de composants défectueux est de 3% lehpremier fournisseur donc

pr1(D) = 0,03 et de 2 % chez le second dog) = 0,02.

0,03 D
F
0,25 !

0,97 B

0,75 0,02 D
Fi1

0,98 )

b) p(D n F1) = P4(D) x P(R) = 0,03x 0,25= 7,5.10°
F1 et i, forment une partition de l'univers donc d’apré$danule des probabilités totales :
P(D) =p(Dn F1) +pO n F)
= 0,03 0,25 + 0,02 0,75 = 7,5 10" 3+ 0,75x 0,02 = 0,0225
p(D) = 0,0225

c¢) On veut calculer g(F1)

_p(DnF)_75.10° . 1
pD(Fl) - p(D) - 0’0225 SOItpD(Fl) - 3

Sachant qu’'un composant est défectueux, la probalig qu’il provienne du premier
fournisseur est égale %

2. Soit Y la variable aléatoire correspondant au nenale composants défectueux.
Y suit une loi binomiale de paramétres n = 20 etgdD) = 0,0225.
0
Pour k composants défectueux on a : p(Y = Efk:)(0,0ZZB)((l —0,0225)° &
Doncp(Y=z2) =1-p(¥Y<2)
=1-[p(Y=0)+p(Y=1)]
20 20
=1 —( 0 )(0,0225?(0,977530—( 1 j(o,0225}(0,9775}9

=1-(0,9775f — 20x (0,0225)x (0,9775}°
= 0,074 & 10 prés

Le responsable commande 20 composants. La probabd#liqu’au moins deux d’entre eux
soient défectueux est égale a 0,074.
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3.a) Comme X suit une loi de durée de vie sans viedhssnt ou loi exponentielle de
parametré. alors pour tout k réel positif, P@&Kk) = J': Ae ™ dx

Commep(X >5)=1-p(X 5)

Onadoncp(X>5)=1 };Ae‘“dx= 1 —[—e’“]i= 1-[-e®+1]=¢®

Doncé® =0,325 Soit—%=1n0,325
5 = _In0.325

e ~0225 a 10 prés

b) P(X<8)= [ Ae™dx=-e ®+1=0835 aIBpres
p(X>8)=1-p(x<8)=e ®=0,165 a 10 prés

La probabilité qu’un composant dure moins de 8 angst égale a 0,835 ; plus de 8 ans est
égale a 0,165.

_p((X>3)n (X>8))

c) On veut calculer yp. 3(X > 8)

p(X > 3)
L’événement (X > 3n (X > 8) est égale a (X > 8).
Orp(X>8)=¢? De méme p(X >3) =&
-8
Donc x> 3) (X > 8) :ee_—@\ =e®=p(X>5)=0,325 & Idprés

La probabilité qu’un composant dure plus de 8 ansachant qu’il a déja duré plus de 3
ans est égale a 0,325.
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Exercice 3 :Sur 6 points(commun a tous les candidats)
Partie A : Question de cours

1. Soitf une fonction réelle définie sur [a pcf.
On dit quef admet une limite fini€é en +oo Si ... pour tout intervalle ouvert | contenant £
et pour tout x de Ja ; +oo[, il existe un réel x tel que, pour tout x > x, f(x) O I.

2. Soientf, g et h trois fonctions définies sur un intervddle +oo[ telles que :
Pour tout x de ]Ja ; #o[, g(x) < f(x) < h(x) etX Iirm oog(x) = Iirrl ooh(x) =,

Soit | un intervalle ouvert contenaht
« Iim+ oog(X) = donc il existe un réelptel que, pour tout x >xg(x) O 1.

x ﬂm+w h(x) =t donc il existe un réelxtel que, pour tout x >;xh(x) O I.

Soit X le plus grand des réelgeat %

Donc pour tout % X on a g(x)t I et h(x)O |

Commeg(x) < f(x) < h(x) alorsf(x) O I..

On a donc démontré que pour tout intervalle ouveohtenant, il existe un réel X tel que,
pour tout réel x > X, on #x) O I. DoncX ﬂm+ oof(x) = L.

Partie B

1. Soit a un nombre réel.
Une équation de la tangente (T) a (C) au point &bsitisse a a pour équation :
y =f'(@(x-a) +f(a)
La fonctionf est dérivable sur R par somme de fonctions détes sur R.
Pour tout x de Rf'(x) =€ — 1
Onaf'a)=é-1leffa)=é-a-1
Donc une équation de la tangente (T) a (C) au pdidtabscisse a a pour équation :
y =f'(@)(x —a) +(a)
=(@-1)(x—a)+&-a-1
=(f-1)x-ak+a+é-a-1
y=(-1x-aé+e&-1

2. Cette tangente (T) coupe la droite (D) au poimt&bscisse b. donc on a :
(f-1b-ak+é-1=-b-1

Soit bé-aé+é&=0

Soit é(b-a+1)=0

Soit b —a=-1ou € =0 (impossible)

3. Construction de la tangente (T) a (C) au point’dbscisse 1,5 :

Donc a=1,5soitb =0,5.

La tangente (T) passe par le point M de (C) d’'aseciL,5 et le point N d’abscisse 0,5 de (D).
La tangente (T) est la droite (MN).

Donc pour tracer (T) il faut placer les points M\eet les relier.

Voir graphe en fin d’exercice.
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Partie C

1. La courbe (C) passe par le point (0 ; 0) et ég€sau dessus de I'axe des abscisses donc
pour tout x de R, f est positive ou nulle

2. pour tout x de Rf(x) >0 donc é-—x—-1=0

Soité=>x + 1.
On a donc pour tout entier naturel non nul n ;
Pour x -1 (1) e% > 1+1 et pour X = = L. (2) e“-Tll 2 1—i
n’ - n n+1’ - n+1

3. Pour tout entier naturel non nul n ;

n n

1 n
e 2(1+1)

1 1\" n
= 1 = 1 . : . :
en2l+— - (e”j > (1+—j car la fonction puissangeieme est croissante sur [&fr

n
n
- o3 @é)
n
1 n
Doncpour tout entier naturel non nul n : (1+—J <e
4. Pour tout entier naturel non nul n ;

n+1 n+1
sur [0;+eo[

-1 -1\t n+1
— 1 — 1 . . . .
el>l-— o (enﬂj > (1——] car la fonction puissaneeiéme est croissante

1

' 1 n+.
Doncpour tout entier naturel non nul n : es(l+—
n
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. 1Y ™
5. On a pour tout entier naturel non nul E&?r—) <eete< (1+—j

n n+l
. 1
Donc pour tout entier naturel non nul n : (1+—] <e< ( 1+—]

n+1
j -

(1+£j < es(1+E
n n

Ona lim

e
(o-9-ce
n- +ow n n- +o

n n

n n+l n
0< e—(1+1j s(1+—1j - B—lj
n n n

- O<e- 1+l s(1+1j Klk—lj—ﬁ
n n n
- 0ge-| 1 s(yijé
n n) n
= 0<e- 1+1 < ex— car(1+1j <e
n
23] e
= —e<—|1+=| < ex—- ¢
n n
- e—Es(1+_1j <e
n n
ime=e

Donc d’apres le théoreme des gendarméis)

(1+1) =e
N s +o n

Amal)

COURS OE MATHS
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Exercice 4 :Sur 5 points Candidats n’ayant pas suivi I'enseignement de spét#)

1.a)H est le projeté orthogonal de O sur le plan (AB@)c la droite (OH) est orthogonale au
plan (ABC) donc la droite (OH) est orthogonale @t¢odroite du plan (ABC).
Doncla droite (OH) est orthogonale a la droite (BC).

Montrons que la droite (OA) est orthogonale a lzitdr(BC) :
OA .BC =0OA.(BO +OC
= OA.BO +OA.0C
Les triangles OAB et OCA sont rectangles en O dddé.BO = 0 etOA.OC = 0.
Par conséquer@A .BC =0
Donc la droite (OA) est orthogonale a la droite (BE

b) AH.BC =AO.BC +OH.BC

La droite (OHE) est orthogonale a la droite (BC)d&ﬂFI.I%DC =0
De plusOA .BC = 0 (démontré ci-dessus)

DoncAH.BC =0

Donc les droites (AH) et (BC) sont orthogonales.

On admet de fagon analogue que les droites (BEA@) sont orthogonales

c) Les droites (AH) et (BC) sont orthogonales dondrtaite (AH) est une hauteur du triangle
ABC

Les droites (BH) et (AC) sont orthogonales dondrtaite (BH) est une hauteur du triangle
ABC

H est le point d’'intersection de ces deux hautdarscH est I'orthocentre du triangle ABC.

2.a) Uneéquation cartésienne du plan (ABC) est de la faame by + cz+d=0aveca, b,
c et d des reels.
AO(ABC)donc:a+d=0soita=-d

B 0 (ABC) donc:2b+d:Osoitb:%—
C O (ABC) donc:3c+d:050itc:%—
a==6
Pourd=-6onab=3
c=2

Une équation cartésienne du plan (ABC) est : 6x #y3+ 2z — 6 = 0.

b) Une équation cartésienne du plan (ABC) est : 6 + 3z — 6 = 0 donc un vecteur normal

6
au plan (ABC) estn” de coordonné{s3}
2
Ladroite (D) passant par O et orthogonale au plan (AB) donc de vecteur directeurn”
X = 6t
a pour représentation paramétrique : {y =3t,t0R
z=2t
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c) Une équation cartésienne du plan (ABC) est: 6y +2z-6=0

X = 6t
Une représentation paramétrique de la droite D %3{ =3t,t0OR
z=2t
Le plan (ABC) et la droite (D) se coupent en umpél dont les coordonnées sont solutions
X = 6t
R y =3t
du systeme 5 5 _ 5 ,1OR
6x+3y+2z-6=0
(., _36
49
X = 6t X = 6t 3);;2: y:1_8
y =3t y =3t _ 49
z=2t R =972 p R =9 2 gt©<z_1_2
6x+3y+2z-6=0 36t+9t+4t—-6=0 t=279 ~49
(=6
L 49
Donc le plan (ABC) et la droite (D) se coupent enrupoint H de coordonnées
@§;§;%
49° 4949

3. a) La distance d’'un point I (X y; ; z) au plan P d’équation ax + by + cz + d = 0 esteéga
5. Jx by +catd

'\,a2+ii+;;
- oo | |6x0+3x0+2x0-§ ¢
Donc la distance du point O au plan (ABC) &3l = 12+ 2 7

b) Volume V du tétraédre OABC :
(OB) est la hauteur associée a la base OCA d'gi@CA).

Ona:A(OCA) :% (OCA est rectangle en O).
Doch:%x OB x A(OCA) :%x OBxOA—ZOCavec OA=1:0B=2etOC =3
Donc V :% x 2 xg

DoncV =1

(OH) est orthogonale au plan (ABC) donc (OH) edtdateur associée a la base ABC.
Donc V :% x OH x A(ABC)

3V _3x1
OH "™

Donc A(ABC) = 6
7

Donc A(ABC) :%
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c) On a A(ABCY :4749

Calculons le carré des aires des autres facestcedre.
OA=1:0B=2etOC=3
OAxOC 3
A(OCA) ==———=73
OAXOB_
2
OB x OC

A(OBC) ==———==3

A(OBA) =

Donc A(OCAY + A(OBA)? + A(OBCY =% +1+9 =4749.

Donc A(ABC)? = A(OCA)? + A(OBA)? + A(OBC)?

On a vérifié que le carré de I'aire du triangle ABSI égal a la somme des carrés des aires des
autres faces de ce tétraédre.
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Exercice 4 :Sur 5 points Candidats ayant suivi 'enseignement de spéciglité

1.a) Ona:6=236=3x11+3donc®=3[11]
Or si a= b mod 11, alors pour tout entier naturel n ore= b" mod 11.

Donc (6)°= 3 [11] soit 6°=243[11] soit6°=1[11] (243 =2X 11 + 1)
Le reste de la division euclidienne de'8par 11 est 1.

b)6 =1x5+1donc 6 1[5]
Donc 6 = 1*[5] soit 6' = 1 [5]

Le reste de la division euclidienne de*@ar 5 est 1.

c) 6'°=1[11] donc (8%*=1*[11] soit6*= 1 [11]
6*=1[5] donc (8)°= 1'°[5] soit6*° =1 [5]

d) 6*°=1[11] donc 11 divise®— 1.

6'°= 1 [5] donc 5 divise 8 — 1.

Comme 5 et 11 sont premiers entre eux, alors 3 Hivise 6°— 1.
Donc 6° -1 est bien divisible par 55.

2. x et y désignent des entiers relatifs.

a) 5 divise 65 et 40 donc 5 divise 65x — 40y.
5 ne divise pas 1.
Donc I'équation (E) 65x — 40y = 1 n’a pas de solatn.

b) Montrons que 17 et 40 sont premiers entre eux, pelardéterminons le PGCD de 17 et 40
a l'aide de l'algorithme d’euclide.

40=17x2+6

17=6x2+5

6=5x1+1

5=5x1+0

Le dernier reste non nul est 1 donc PGCD (40 =1T)

Donc 17 et 40 sont premiers entre eux.

Donc d’'apres le Théoréme de Bézout il existe un leofup, v) d’entiers relatifs tels que
17u + 40v = 1.

On en déduit que I'équation (B) 17x — 40y = 1 admet au moins une solution.
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c) Déterminons a l'aide de l'algorithme d’Euclide urupte d’entiers relatifs solution de
'équation (E) 17x — 40y =1

40=17x2+6 donc6=40-1¥2 (1)

17=6x2+5 donc5=17-%2 (2)

6=5x1+1 doncl=6-81 (3)

Reportons (2) dans (3) :

1=6-(17-&2)=6-17+&2=6x3-17

Reportons (1) :
1=6x3-17=(40-1%2)x3-17=43-17x6—-17=40x 3 -17x7

Onadonc1=483-17x7=—40x (-3) + 17x (- 7)
Le couple (= 7 ; — 3) est solution de (E’)

d) Résolution de I'équation (E
17x — 40y = 1= 17x — 40y = 1K (— 7) — 40x (-3)
o 17(x+7)=—40(- 3 -Y)
= 17(x +7) = 40(y + 3)
Donc 17 divise 40(y + 3)
Comme 17 et 40 sont premiers entre eux, on a dapces le théoreme de Gauss 17 qui
divise y + 3, donc il existe un entier relatif kggie y + 3 =17k soity = 17k — 3.
Donc x + 7 = 40k soit x = 40k — 7.

Les solutions de (E’) sont les couples (40k — 77K— 3) avec k entier relatif.

Notons (% ; Yo) une solution de (E’).

On adonc 17x= 40y + 1.

Yo est un entier relatif donc 1y% 1 [40] avec ¥ = 40k — 7.

Si X est un entier naturel inférieur a 40 alors o a<: 40k — 7< 40 soitl <ks< a7

40~ " 40
Donc k = 1 soit = 33.
Il existe donc un unique naturel x inférieur a 40 tel que 17x= 1 [40].

3. Soient a et b deux entiers naturel tels qie# [55] et si &= 1 [55]
a'’=b [55] donc (&)*=b*[55].
D’apres la questio. 17 x 33= 1 [40] soit 17x 33 =40k + 1 (KJ Z).
Donc (‘,53(7)33E RE [55] - g0k + 1= 533 [55]

= @9 xa=Db*[55]

= 1¥x a=b*[55] car 8°=1 [55]

-~ a=b*[55]

- b*=al55].

Donc pour tout entier naturel a, si @’ =b [55] et si 4°= 1 [55] alors B> = a [55].
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