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Exercice 1 :(4 points) Commun a tous les candidats

1. a. Pour tout nombre entier naturel n : 4= Ui+1— 6

Vn+1:%Un + 4_ 6

Vn+]_ = %Un - 2

1 6
Vp+t1=ZUn— 2

3 3

Vn+]_ :% (Un - 6)

1
Vh+1 = Vn
3

Donc la suite () est une suite géométrique de raison q%:et premier.terme

Vo=1-6=5.

b. La suite (¥) est une suite géométrique de raison%qet premier.termeg= -5 donc :

Pour tout nombre entier naturel n :, =vvo x '
n

ooy

Comme: ¥=U,—6 alors y=v,+6
. 1)"
Pour tout nombre entier naturel n; U =— 5) +6
n
c. Pour tout nombre entier naturel n, n U— 5&) +6
1 n
Pour tout nombre entier naturel n;- 5&) <0 donc j<6. Ly est majorée par 6.

it RLRLERL AL N (I |
Un+1_Un——5(3j +06 + 3 -6 = 3) — 83 =53 (_éj_§3 _
On en déduit que »u 1 — Uy > 0, donc la suitelest croissante.

La suite (u,) est croissante et majorée par 6, donc elle estn@rgente.
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2. 0n considere la suite (jvdont les termes vérifient pour tout nombre entierl :
nw,=(N+ 1w +letw=1

Wo W1 Wo W3 Wy W5 We W7 Wg Wg
1 3 5 7 9 11 13 15 17 19
a. Ona: 1Gkwyp=11w+1 soit W0:£W9+i
10 10
. 11 1
soit ===x19 +—
MO=907 Y M0

soit wip=21

b. Il semblerait que : la suite\goit une suite arithmétique de raison 2.
donc : pour tout nombre entier naturel niw= w, + 2
pour tout nombre entier naturel n; wwp + 2n

Prouvons par récurrence que : pour tout nombrermemturel n : w= wp + 2n

Initialisation: wp =1 w=3=1+21.
La propriété est vraie aurang O.

Hérédité: supposons la propriété vraie a un rang n donné
Aurangnona:w=1+ 2n.

Aurang n + 1.
Ona: (n+Lwai=(n+2)w+1

N+ Dw=(n+2)(1+2n)+1
N+ W= (N+1+1)(1+2n)+1
(h+Lw=(n+1)(1+2n)+ (1 +2n)+1
(n+w=(n+ 1)1 +2n) + (2 +2n)
(n+ Dwair = (N + 1)(1 + 2n) + 2(n + 1)
Whs1 = (1 +2n) + 2 (n+%0)
Wht1=2n + 3
Wh+1 = 2(n + 1) +1

La propriété est vérifiée au rang (n + 1).

Conclusion: la propriété est initialisée au rang 0 et efierg@réditaire. Elle est donc vraie
pour tout entier naturel n.

Pour tout nombre entier naturel n : w, = wp + 2n
La suite (w,) est une suite arithmétique de raison 2 et de praar terme wp = 1

Wogoe= 1 + 2 x 2009
Woog9 =4 019
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Exercice 2 :(6 points) Commun a tous les candidats
PARTIE |
: X X _ N - . Xy —
1) Ilim xe”= Ilm ==0 car Ilm ==+4w donc I|Im (Q1+xe”)=1
X - + 00 X - +o0 e X - +00 X X - + o0
lim 1+xe*)=1 et lim_InX=0
X - +00 ( ) X - 1

donc par composée :Iirp f(x)=0.

2) Par composée de fonctions dérivables sur [6f, +a fonctionf est dérivable sur [0 ; o[.

X X ’
Pour tout nombre réel positf: f’(X) :lxe—_)ie (In uy =4
1+xe u
—X
f’(x) :gl—__))?
1+xe
Sur[0; +o[:x>0et& >0 donc 1+ x€>0

Donc pour tout nombre réel positifx, le signe de’ (x) estcelui de 1- x.

3) Signe de +x:
1-x>0=x<1
1-x=0=x=1
1-x<0=x>1

Donc :
Sur [0 ; 1], f ’(x) est positive, dond est croissante
Sur ]1; +oof, f ’(X) est négative, don¢ est décroissante
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PARTIE Il
1) Premiere méthode

a) Sur [0 ; +oof, 1 + x&* > 1, dond (x) > 0
Donc la partie du plan dont I'aire en unité d’aiest égale a &) est la partie du plan délimitée
par la courbe, 'axe des abscisses et les droitmdation x = 0 et x .

y

1%

b) La partie du plan dont I'aire en unité d’aire, égale a A)) est inscrite dans le rectangle
de longueun et de largeuf (1).

Donc pour tout nombre réel & strictement positif, A(L) S A x f(l).
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2) Deuxiéme méthode
A

a) Notons : J :I xe ™ dx

0
Posons u(x) = x et V(x) ="
u'(x) =1 et v(x) =— e~
Par intégration par partie :
S -
J :[—xe X]O —L —e "dx

J=-ret+0- e,
J=-ret-e* +¢
J=1-re?-¢?
b) On admet que pour tout nombre réel positif u, 1 k)< u.

Onasur[0; +of, xe*>0
Donc In(1 + x&) < xe™

Les fonctions x— In(1 + x€”) et x — xe™* sont continues sur [0 ;o]
Par passage aritégrale :

j; In(1+ xe‘x)dx SI; xe*dx
AQ)<J
A

Donc pour tout nombre réel A strictement positif : A(A) < 1 - et -¢

2) Application numérique

Premiére méthode : A(®5xf (1)
A(5)<5xIn(1 + €%
A(5)< 1,57

Deuxiéme méthode : A(R®1-5e°-¢”
A(5)< 0,96

La méthode qui-donne le meilleur majorant dansteatih. =5 est la deuxiéme méthode.
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Exercice 3 :(5 points) Commun a tous les candidats

- njy_ n!

|.OnsathU{p)—m

n-11)_ (n—1)! _ (n=1)!
Abm(p—lj_m—n!m_l_p+n!'m—n!m—g!
(n—l): (h-1)! __ (n-1)!

p p!n-1-p! plh-p-1)!

n-1 n-1)_ (n-1)! (n-1!

Dmm(p—1)+( p )_m—iﬂ(n—9!+pKn—p—D!
_ n=D!p!'n—-p-1)! + n=D!'pp-D(n—-p!

P-D!'h-p!'p!-p-D! @E-HD!'h-p!'p'm-p-1!
_(=-DMpE-D!'(n-p-D!'+PE-D!'(h-pP
P-D!M-p!'p!'(h-p-!
_n=-D'@e~Dpm-p-H'!'+(n-P(n=p-D Y
P<D)!'(h-p!p!(h—p-1)!
_(n-D!(n—-p=1)![p+n-p]

(n—r.)!p!(n7|a—1)!
_n(h-n!
(n-p'p!
n-1 n-1)_  n! _(n) '
(p—1)+( 0 )_m- 0 pour tous entiers naturels n et p tels que gn

II. 1. a. A: «obtenir deux jetonsblancs »

Il'y a 10 jetons au total et on tire simultanémjgtons.

1 e . .
Ilya donc( g ) = 45 paossibilités de tirer 2 jetons

Il'y a7 jetons blancs, donc il y{azj = 21 possibilités de tirer 2 jetons blancs

7
iy . . — (Zj _21_ 7
Donc la probabilité de tirer deux jetons blancs estp(A) _(T “ 4515
;)

b.B « obtenir deux jetons portant des numéros impairs
Il y'a 10 jetons au total et on tire simultanénjgtons

1 e . ,
llya donc( g ) = 45 possibilités de tirer 2 jetons

Il y a 6 jetons impairs, donc |l y(azj = 15 possibilités de tirer 2 jetons impairs.
Donc la probabilité d’obtenir deux jetons portant des numéros impairs est :

(2) 15_1

p(B):@:EF’:s
2
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c.A et B sont indépendants si p(Ap(B) = p(An B)
A n B estlévénement : « les deux jetons tirés sont blanicspetires ».
Il'y a 10 jetons au total et on tire simultanénmjgtons

1 e . ,
llya donc( g ) = 45 possibilités de tirer 2 jetons

Il'y a 4 jetons blancs impairs, donc il Qﬁ‘) = 6 possibilités de tirer 2 jetons blancs et

impairs.
(4j
2 6 _2
D A = ===
onc p(An ( ) T
p(A) x p(B) == x =T
15 3 45

Donc p(A)x p(B)# p(A n B)
Les événements A et B sont ne sont donc pas indégants.

2. a.Soit X la variable aléatoire prenant pour valeundenbre de jetons blancs obtenus lors
de ce tirage simultané. X peut prendre les valeQrsl et 2.

Pour avoir X = 0, on doit tirer 2 jetons noirs.

2) _s_s

(mj'%'m
2
Pour avoir X = 1 on doit tirer 1 jeton noir et 1ge blanc.

(i)x(i) .3x7_17

PX=1)= Go) T 45015

2
Pour avoir X = 2 on doit tirer 2 jetons blancs.

(2) 217

P(X =0) =

P(X=2)= =
(10 ) 45 15
2
Loi de probabilité de X :
X = X 0 1 2
P(X = X) 1 e e
15 15 15
b. Espérance mathématique de X :
E(X) = 0X = + 1x L+ 2x L
15 15 15
21 _7
E(X) ===—
X)=Tc~%
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Exercice 4 :(5 points) Candidats ayant suivignseignement de spécialité

1. a)8x1-5%x1=8-5=3
Une solution particuliere de (E) est (1, 1).

Soient (x , y) un coupl€’@ntiers relatifs solution de (E).
(E): 8x-5y=3
8x-5y=8xLt5x1
8(x—1)=5(y- 1)

Or 8 et 5 sont premiers entre eux, dotapces le théoréme de Gauss :
8 divise (y— 1) et 5 divise (x 1)
Il existe donc un entier relatif k tel que: -yl =8k et *¥-1 =5k
y=1+ 8k et X =5k+1

On a démontrer que si (X, y) un couplerdiers relatifs est solution de (E) alors il exist
un entier relatif k tel que y =1 + 8k et x = 5K+

Réciproguementpour tout entier relatif k, le couple(5k + 1 +Bk) est solution de
(E).
En effet : 8 x (Bk+ 1} 5x (1 + 8k) =40k 8 — 5= 40k = 3.

Conclusion: L ’ensemble des solutions dar®’ de I’équation (E) est :
{@+5k; 1+ 8k);kOZ}

b) Soit m un nombre entier relatif tel qu'il exista gouple (p, q) de nombres entiers
vérifiantm=8p + 1 et m =5q + 4.

Alors 8p + 1 =5q + 4 soit 8p 59 =3

Le couple (p, q) est solution de I'équation (E).

Le couple (p, q) étant solution déduation E, il existe un entier relatif k tel que :
p=1+5k.
8p = 8.4 40k
8p=8 (modulo 40)
8 p +1=9 (modulo 40)
m =9 (modulo 40)

€)"2000 = 40 x 50
2000= 0 (modulo 40)
2009= 9 (modulo 40)

Le plus petit de ces nombres entiers m supérieurs 2000 qui vérifie m= 9 (modulo 40)
est 2009.

Consulter gratuitement les corrections du baccaladat et du Brevet
220 M sur http://www.2amath.fr/examen-sujet.php
2Amath, une lestvité de Domicours.



METROPOLE Juin 2009  Seérie S Corrige Page 9 sur 13

2. Soit n un nombre entier naturel.

a) Soit k un nombre entier naturel
2=8
2= 1 (modulo 7)
() = 1% (modulo 7)
2%~ 1 (modulo 7)

Pour tout nombre entier naturel k on a : 2 = 1 (modulo 7).

b) 2009 = 2007 + 2
2009 =3 x 669 + 2

22009: 23><669+2
22009: 23 X 669)( 22

2%~ 1 (modulo 7)
22%%9_ 1 (modulo 7)
2%7_ 1 (modulo 7)

4 x 77— 4 (modulo 7)
29%°_ 4 (modulo 7)

Le reste dans la division euclidienne de’®°par 7 est 4.

3.a) 10=3 (modulo 7)
10° = 32 (modulo 7)

10°=27 (modulo 7) avec27=1+4x7
10*°= — 1 (modulo 7).
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b) 10°=— 1 (modulo 7).

all = — a (modulo 7)

alG + b=b — a (modulo 7)

N=b — a (modulo 7)
Or on cherche les nombres entiers naturels $auti divisibles par 7 donc qui
sont congrus a 0 (modulo 7).
On en déduitque b a=0 (modulo 7)

ou b= a (modulo 7)

a 1 2 3

IS
(62
»
~
[oe]
©

IS
(62
»
o
=
N

k tel que a= k (modulo 7) 1 2 3

b 1 2

(@)
w
N
(&)
o
~
o
©

SN
(6
(o))
(@)
=
N

k tel que b=k (modulo7) | O 1 2 3

1*cas: k=0
Poura=7etb=00ub=7

* solutions possiblesN = 7000 ou N =.7007
2*™cas: k=1
Poura=1oua=8etb=1oub=8

* solutions possibles\N = 1001 ou N'=1008 ou N = 8001 ou N = 8008
3FMcas: k=2
Poura=2oua=9etb=20ub=9

* solutions possiblesN = 2002 ou N = 2009 ou N = 9002 ou N = 9009
4cas : k =3
Poura=3etb=3

* solutions possibles\N = 3003
5°Mcas : k= 4
Poura=4eth =4

* solutions possiblesN = 4004
6°™casik =5
Poura=5etbh=5

* solutions possiblesN = 5005
7*™cas: k=6
Poura=6etbh=6

* solutions possibles\N = 6006
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Exercice 4 :(6 points) Candidats rayant pas suiviénseignement de spécialité
— _1
1.a) OM=|{ OMl_H

Donc  OM x OM =| 7 x

1
z

Les distances OM et OM vérifient la relation OM x OM ; = 1.
> —>
(u;OM) =arg z [21
>  —> 1
(u;OMy) =arg z[2] = argE [2rg = arg 1- arg z [27 etargl1=0
_) > > —) Yy 1 ’ . 7 .

Donc les anglesu(; OM,) et ( ; OM) vérifient 'égalité des mesures suivantes

>  —> > —> .

u;OMjy) =—(u; OM) a 2mpres.
b) Le point A appartient au cercle de centre O etagem 2 donc OA = 2, donc QA;%

A; appartient au cercle de centre O et de r%/on

Ona a ;(f&l) =— (G ;O_A) a 2npres , doncAappartient a la droite symétrique de la demi
droite [OA) par rapport ddxe des abscisses.

Le point A, est donc le point’thtersection entre le cercle de centre O et derréthyet la droite

symétrique de la demi droite [OA) par rapporiaxé des abscisses.
Le point A sera donc le milieu'de [AA

Voir figure en fin d ’exercice

2. a) Le point M est milieu du segment [M1donc pour tout nombre complex@on nul, le

2+l
point M’ a pour affixe : y=— 2 =1 (z +1j.
2 2 z

b) Soient B et C les points d’affixes respectivest2i 2i.

) . ) ) 1(~ 1) . i 3
L ’affixe du points B’ image du point B est : Z2i+=|=ij=——=23
ixe du poi image du poi 2(| ZJ i 4 4|

L ’affixe du points C’ image du point C est : 1 (— 2i —i) =—j+i= —§i
2 2i 4 4

c¢) Voir figure en fin d’exercice
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3) M=M - zZ=z

M=M < 1z+1:z

2 z
M=M - z+%—22:0
M=M - f-7=0

V4
M=M = 1-2=0 et 720
M=M - Z=1 et z 0
M=M = z=1ou z=1

L’ensemble des points M tels que MM est lensemble constitué des pointaftixe : 1 et~ 1.

4) Si le point Mappartient au cercle de centre O etderayon $ @M =1 et OM= 1.
M, appartient aussi au cercle de centre O et de rayon

Comme a ;OTVD =— (ﬁ ;m) a 2 pres, les point M et Msont sur des demi droite®dgine
O symétrique par rapport @ke des abscisses.

On en déduit que leur milieu’Mppartient &&xe des abscisses.

Comme Mappartient au cercle de centre O et de rayon fs E@oint M sera entre le point
d’affixe 1 et celui thffixe — 1

Donc si le point Mappartient au cercle de centre O et de rayon $ atmr image KMappartient
au segment [KL] ou K et L sont les points d’affixespectives — 1 et 1.
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