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Exercice 1 :(4 points) Commun a tous les candidats

Le plan complexe est rapporté a un repere orthoaladirect (O,G,T/)

1. Soit (E) 'ensemble des point M d’affixe z vérifla z = 1 - 2i + € 6 étant un nombre réel.

z O(E) e z-(1-2)=8
o |z-1+2i=1
o z appartient au cercle de centre d’affixe 1 et2le rayon 1

c. (E) est le cercle de centre d’affixe 1 — 2i etalgon 1

2. Soitf I'application du plan qui, a tout point M d’affixeassocie le point M’ d'affixe z’ tel que
‘= —iz -2
Soit z’ 'image de — 1 — 2i
Z=-i(-1-2)-2i
Z7=i—-2-2i==-2-1i
Doncb. est fausse.

Soit w I'affixe d’'un point fixe dd

W =—iw—2i
w(l+i) ==2i
w =2
1+i
W_—2| 1-—i
2
w=-i-1

D’ou f admet un unique point fixe d'affixe — 1 — i

= —iz =2 ® Z-(-1-i)=-iz-2i—-(-1-1)
Z=(-1=i)=—iz+1-i
Z—(—1-i)=-iz—i(d +1i)
Z-(-1-i)=-iz-(-1-1i)
27— (-1-)=&%z-(-1-1)

$8¢8

d. f estda rotation de centre le point d’affixe — ilet d’angle —7—21

3. Soit (F) I'ensemble des points M d'affixe z véaift| z -1 +i| = | z+ 1 +2i

Soient les points A, B et C d’affixes respectiveszl —i,3=—1+2ietg=—-1 - 2i.
MO®F) & |z-1+i=|z+1+2]
MOF  ©  [z-al|=]z-z
M O (F) &  AM=CM

lc. (F) est la médiatrice du segment [AC].
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4. On considere dans I'ensemble des nombres compllégestion z Hz|2 =7+
Soitz=a+ib

z+|Z2=7+i ® a+ib+az+b2=7+i
z+|z|2:7+i & ataz+bh?2=7etb=1
z+|z|2:7+i < a+tat=6etb=1

z+|zZ2=7+i ©® a2+a-6=0eth=1

Le discriminant du polynéme P tel que P(a) = a>-+6aest 25 donc est positif. Il admet donc
deux solutions distinctes : 2 et — 3.

z+|zZ2=7+i @ z=2+io0uz=-3+i

Cette équation admet :

la. Deux solutions distinctes qui ont pour partie image 1|
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Exercice 2 :(6 points) Commun a tous les candidats

Soientf est g les fonctions définies sur l'intervalle [8 ¢o[ parf(x) = xe ™ et g(x) = x2 € *.
PARTIE A

1) D’aprés le graphiquef, semble étre croissante sur lintervalle [0 ; 1]décroissante sur

lintervalle [1 ; +oof
De plus lim f(x) =0
X - +o0

2) Etudions les variations de

f est dérivable sy ; + co[ en tant que produit de fonctions dérivables 8ur+ o[
festdelaformewvet (uv) =uv+uv avec u(x)=x, u'(x) £

v(x) =€, V(X ==e"
Doncf’(x) =e™ +x(-e™) =e™ (1 -x)
e > 0 car la fonction exponentielle est strictenaugitive surR.
Donc étudier le signe dé(x) sur [0 ; +oo[ revient a étudier le signede 1 — x
1-x20e x<1

Etablissons le tableau de variations

x |0
f'(x) +

T N

f est croissante sur [0 ; 1] et décroissante sur [} oof

f(0)=0xe=0

_s1_1
f(l)=e =5

OIR|{Of O
|

Calculons la limite en 40

f(x) = xe *=%
) =
Or lim gL + o0 (limite usuelle) donc par quotient, lims = 0
X - +0" X X o +o0 &
Donclim f(x)=0
X — 400

3) voir la courbe a la fin dédxercice

4) La courbe G semble étre au dessus deyGur l'intervalle [0 ; 1] et C; semble étre en
dessous de gsur l'intervalle [1 ; + oof

Pour le démontrer , on étudie le signef(a®— g(x)
f(x) —g(x) =xe*—x2e "= e (x —x9)=x (1 — x) &
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Etudions le signe de x (1 — x) sur [0 ¢cH|
Sur [0 ; +oo[, x=0

1-x>0+- x<1
On a le tableau de signes suivant :

X 0 1 +00
1
X 1
+ . +
I
1-x 0 —
+ :
) = 9() 0
+ o
Position de f(x) — g(x) >0 : f(x) — g(x) <0
Cs par donc Gestau 1 donc Gesten
rapporta @ dessus de L : dessous de{C

La courbe G est au dessus de Lsur l'intervalle [0 ; 1] et C; est en dessous de ¢Gsur
lintervalle [1 ; + oo

PARTIE B

1) voir courbe a la fin dééxercice

2) Soit | = fo Y f(x)dx.

I :fl xe ~dx
0
On va calculer cette intégrale a I'aide d’'une indéign par parties
On pose  u(x) =X, ux)=1
vV(x)=e™, v(X)=—¢€~

Dot I=[-xe™9 +fl e ~dx
0

3) Soit H la: fonction définie sur l'intervalle [0 ;@ [ par H(X) = — (x2 + 2x) €*

a. Sur l'intervalle [0 ; +c0 [, H est dérivable en tant que produit de fondidarivables

sur[0; +oo [

Hestdelaformewvet (uv) =uv+uv avec u(x)=-—x2-2x, ‘W) =—2x—-2
v(x) =€, vix)=—e*

Donc H'(x) =(-=2x —2) e *+ (- x2-2x) (- e™%)

= HEX =e *(-2x—-2+x2+2X)

= HX=e*x2-2)

= HEX=x(e *-2eX=g(x)—2€"*
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b. H®X)=gX)-2€” = gX)=HX) +2¢e "

Ainsi  G(x) = H(x) — 2 &+ k avec k réel
GX)=—(x2+2x) € —-2¢e *+Kk
G(X)=€*(-x2—2x—-2) +k
G(X)=—€e*(x2+2x+2)+k

Une primitive sur l'intervalle [0 ; + oo[ de la fonction g est G(x) = —€ (x2 + 2x + 2)
4) D’apres la question A 4(x) — g(x)> 0 sur [0 ,1].
Donc A= f *(f(x) — o)) dx
0
1 1
A= f(x)dx — d
J *te0dx— | *geodx
1
A=1I- d
R
2

D’apres la questiog, 1 =1 o

Dot A=1 —%— (G(1) - G(0))

- A:1—%—[(—e‘1(1+2+2))—(—8x2)]
2 , 5
o A=1-2_(242
e ( e )
- A=1-242_7
e e
-  A=3_1
e

La valeur exacte de l'aire A es%— 1
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Exercice 3 :(5 points) Commun a tous les candidats
1. Les probabilités des événements A et B sont reispeotnt p(A) = 0,02 et p(B) = 0,01.

a) Calculer la probabilité de I'évenement C « le satqvé présente le défaut a et le défaut b ».
p(C) = p(AB)

Or A et B sont indépendants, donc :
P(C) = p(A) x p(B)
p(C) = 0,02 x 0,01

p(C) = 0,000p

b) Calculer la probabilité de I'évenement D « le satdéfectueux ».
p(D) = p(AB)
p(D) = p(A) + p(B) — p(A1B)
p(D) = 0,02 + 0,01 — 0,0002

p(D) = 0,029B

c) Calculer la probabilité de I'évenement E « le sa@résente aucun défaut ».
E est I'événement contraire de D, d’'ou :
p(E) = p( D)

P(E) =1-p(D)
p(E) = 1 —0,0298

p(E) = 0,970p

d) Sachant que le sac présente le défaut a, quelle gibabilité qu’il présente aussi le
défaut b ?

_P(ANB)
B) =
pa(B) =mép%\;1§2 car A et B sont indépendants
Pa(B) = p(B)
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a) Les expériences « prendre un sac et regarderestildéfectueux » sont des
expériences identiques et indépendantes (puisga’lemise).

Chacune de ces expériences a deux issues passi®lsucceés D de probabilité 0,03
ou I'échec E de probabilité 0,97.

La variable aléatoire X qui a tout prélevementl@8 sacs associe le nombre de sacs
défectueux suit donc une loi binomiale| de paranséf® et 0,03.

b) Soit S I'événement « au moins un sac est défegtuéu
L'événement « aucun sac n’est défectueux » égétiement contraire de « au moins
un sac est défectueux »

p(S)=p(X=0)

p(S)= (180) 0,03 0,97%

p( S) =0,97%

p('S)=0,05 au centiéme preés
p(S)=1-p(9

p(S) = 0.9

IPour 100 sacs prélevés, il y a 95% de chancéisycait au moins un sac défectu@ux.

c) L’espérance mathématique de la variable aléaxo&st
E(X) = 100 x 0,03

EX) =3

IEn moyenne, pour 100 sacs prélevés, il y a 3défestueus.
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Exercice 4 :(5 points) Candidats n'ayant suivi pasehseignement de spécialité

SoientA(1;2;0),B(2;2;0),C(1;3;0)21;2; 1) quatre points de I'espace muni d'un

repére orthogonal (6,;1?,12).
(P) désigne le plan orthogonal a (BC) contenant A ;
(Q) désigne le plan orthogonal a (DC) contenant A ;
(R) désigne le plan orthogonal a (BD) contenant A ;

1. (P) désigne le plan orthogonal a (BC) contenanitvecteur normal a (P) est donc

BC (-1;1;0)

(P) a pour équation x +y +d =0 avec d réel a déterminer.

AO((P)donc-1+2+d=0soitd = 1.

Le plan (P) a pour équation cartésiennex + y—1 =0 soit x =y +1 = 0.
X—-y+1=0 x=y-1 Xx=t~1

2.a) \—y+z+2=0 =« yz=y-2 sy=t tOR
—-X+z+1=0 -(y-1)+y-2+1=0 |z=t-2

b) Pour trouver l'intersection des trois plans (B)) €t (R) il faut résoudre le systéeme :

X—y+1=0 x=t-1
—y+2z+2=0 quia pour solutiom y =t tOR
—X+z+1=0 z=t-2

Ce systeme correspondaareprésentation paramétrique dune droite.
En prenant t = 3, on trouvgi’elle passe par le point E de coordonnées (2 ; 3); 1

c) La droite (d) a pour vecteurdirecteﬁ(a ;1 1),
—> —>
BC(-1;1;0eBD(—-1;0;1).

> —>

uBC=1x-1+1%x1+1x0=0

> —>

uBD=1x—-1+1x0+1x1=0

U est orthogonal a deux vecteurs non coIinéairqslaTm(BCD),G est un vecteur normal du
plan (BCD).
Ladroite (d) est orthogonale au plan (BCD).

(BCD) a pour équation cartésienne : x +y + z=@
B appartient au plan (BCD): 2+ 2 + 0 + d = G sor — 4.

Une équation cartésienne du plan (BCD) est x + yz— 4 = 0.

3. Une équation cartésienne du plan (ABC) parallg@ 5, T) estz = 0.
Une équation cartésienne du plan (ABD) parallgl@ ;z_‘ﬁ, E) esty = 2.

Une équation cartésienne du plan (ACD) paralle‘(@s;g?a, K) estx = 1.
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Xy=t—-1
4. a) Soit M (Xu ; Ym ; zZw) un point de (d) alors il existe t réel tel {um =t
Im=t—-2

Calculons la distance de M a chacun des trois plans

axp +byy +czp +d

rappel de la formule : d(M¢X Yo ; Z0) ; P (ax+ by +cz+d =0)) {

d(M ; (ABC)) = ZTM =|t- 2|

d(M : (ABD)) = yMl—‘z =|t— 2.

d(M : (ABD)) = le— L-t- 2l

d(M; (ABC)) =d(M ; (ABD)) = d(M ; (ABD))
Tout point M de la droite (d) est équidistant.degplans (ABC), (ABD) et (ACD).

b) Des points équidistants des plans (ABC), (ABD), 3Gont les points de la droite (d).

Xy=t—-1
Soit M (Xv ; Ym ; 2u) un point de (d) alors il existe t réel tel q{um =t
Im=t—-2
Calculons la distance de M au plan (BCD).
V3 \3 \3

On cherche M tel'que d(M ; (BCD) ) =d(M ; (ABG)|t — 2|.

Ft=7

\/3

(Bt— 7¢ =3(t— 2%

=[t-2|

of — 42t +49 =3t - 12t + 12
6f —30t+37=0 A=12>0. Léquation admet 2 solutions.

Donc il existe au moins deux points de (d) qui séquidistants des plans (ABC), (ABD),
(ACD), et (BCD).
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Exercice 4 :(6 points) Candidats ayant suivignseignement de spécialité

1. Soit M le pointcoordonnées (X ; Yy ; 2).

MF:\/x2+y2+( —%)2 SOitMFz:X2+yZ+22—%Z+1—16

zZ+
2
mM;m=———ammM;ﬁ=@+%)=f+5+
1 4 2

N

1
16

MF? = d(M ; P} - x2+y2+zz—1z+i:zz+lz+i
2 16 2 16

L’ensemble (S) des points M de coordonnées (X ; ) qui vérifient d(M; P) = MF a pour
équation x2 + y2 =z,

2. a)(S) a pour équatior’x y* = z donc lintersection cherché vérifie le systéme :
X +y' =z {x2+y2=2
z=2 “lz=2
L’intersection de I'ensemble (S) avec le plangdigtion z =2 est un cercle
(decentre (0;0; 2) etde rayanlz).

<~

b) ) (S) a pour équatiorfx y* = z donclintersection cherché vérifie le systéme :
X +y =z { y> =2
x=0 “[x=0

L’intersection de I'ensemble (S) avec'le plangdidtion x = 0 estéquation dune

parabole.

\ /

\
\

al
—

A

N

[2%Y
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3) Dans cette question, x et y désignent des nongntgsrs naturels.

a) Six= 0 [7] alors X = 0[7]
Si x=1[7] alors X = 1[7]
Si x= 2 [7] alors X = 4[7]
Si x= 3 [7] alors X = 9[7] = 2[7]
Si x= 4 [7] alors X = 16[7] = 2[7]
Si x=5 [7] alors X = 25[7] = 4[7]
Si x= 6 [7] alors X = 36[7] = 1[7]

Les restes possibles de la division euclidienne xepar 7 sont : 0 ; 1 ; 2 et 4.
b) Soit x tel que k= r [7] et y tel que = s [7].
X +y=r+s]7]

Etudions tous les cas possible&ide du tableau de congruence ci-dessous :

AN |OI+
AN |O|O
GWIN|R|F
ol lw|IN|N
Flolols| N

8=1[7]

Les restes possibles de la division euclidienng2dey® par 7 sont: 0;1;2;3;4;5et6

Si 7 divise % + y* alors X + y* = 0 [7].
D’apres le tableau de congruence ci-dessus le sepbesaible estx 0 [7] et y=0[7].

Réciproquemerti 7 divise x et 7 divise'y alors=x0 [7] et y= 0[7]
X=0[7]ety=0[7]
X + y2 =0 [7]

Conclusion: 7 divise x2 +y2 si et seulement si 7 divise x etliise y

4) Les coordonnées des points appartenza’rim&ﬂsection de I'ensemble (S) et du plan
d’équation z =98 vérifient le syste éz(:+9)£/32 =98
X*+y$=98=14x7

En considérant que x et y sont des entiers natwuakdrs 7 divise %+ y* implique 7 divise x et
7 divise'y.

x et y sont des multiples de 7.

si x = 0 alors = 98 impossible

six = 7 alors §= 98— 49 = 49 soity = 7.

si x = 14 alors 3= 98 — 196 < 0 impossible.

Six > 14 alors §< 0 impossible.

Il existe un point qui appartient & lI'intersection de 'ensemble (S) et du plan d’équation
z = 98 et dont toutes les coordonnées sont desierst naturels : M(7 ; 7; 98).
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