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Exercice 1 :(5 points) Commun a tous les candidats
1. a) Limite de la fonctiorf en —w : f (x) = Xe™.

lim x*=+w et lim €=+ donc par produit lim f (X)=+o

X2

Limite de la fonctiorf en +o : f(x)=xe™= ¥

g . B

lim ==+ donc Iim f (x)=0

X - +0o X - + 00

b) Les fonctions x> x?et x— € sont dérivables su. Donc par produit de fonctions

dérivables, la fonctioh est dérivable suUR.

Pour tout réel x :  f '(x) = 2x&™ + 3¢ x (— €%
f '(X) = xe¥(=x + 2)
SurR, €”*> 0, donc le signe de’(x) est le méme que celui de x(— x + 2)

X — 0 2 + o0
X - 0 + +
—-X+2 + + 0 —
X(= X + 2) — 0 + 0 -

Donc :
Sur]—oco ; O] et sur ]2 ; 4oo[ f '(X) est négative,
doncf est décroissante surde ; O[ et sur ]2 ; 4o0[
Sur ]0; 2[,f '(x) est positive,
doncf est croissante sur ]0 ; 2[.
Pourx=0etx =% '(x) =0,
doncf admet un minimum en 0 qui vau{0) =0
doncf admet un maximum en 2 qui vdu(2) = 462

Tableau de variations de

X |—o0 0 2 + o0
f’ — + -

f (%) +00\ / 4e \
0 0

c) Sur] -0 ; 2[,f admet un minimum en O qui vaut O.
Sur [2 ; +oof, f est décroissante & valeur dans ]0794e

On en déduit queR’, f est strictement positive et que pour x = @, est nulle.

2.a) SurR’ f est strictement positive et que pour x £ @st nulle.

Donc:

Sia> 0, alors I(a) est strictement positive
Sia =0, alors I(a) est nulle

Sia <0, alors I(a) est strictement négative
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b) Pour tout nombre réel a : | (a)Exze‘X dx

Posons : ux) =% et  Vv(x)=¢*

u(x)=2x et v(x) = - €&
Les fonctions u et v sont continues sur [0 ; agavées continues sur [0 ; a].
Donc par intégrations par parties :

I(a) = [—Xze'x]: - J.Oa—er‘X dx

I(a) = —de 2+ Zjoaxe‘xdx

Posons : u(x) = x et V(x) =€

uix)=1 et v(x) =€
Les fonctions u et v sont continues sur [0 ; agavdes continues sur [0 ; a].
De nouveau par intégrations par parties :

(e) = - 7% {[—xe‘x]z - Ioa—e‘xdx)
I(a) = — & *+ 2[—xe‘x]: -2[e” ]a
I(a) = — & ®— 2ae®— 262+ 2
l(@)=2- Zéa(l + a+%z).

0

c¢) Pour tout nombre réel a :
%eal(a) :%ea [2 - Zéa(l +a %2))

%eal(a) = é(l - e‘a(l +a+%ZD
%eal(a) :ea—[l +a+a§)

3.a) Tangente & au point d'abscisse 0 : y =g’'(0)(x — 0) + g(0)
g0)=8=1 g((x)=¢€doncg(0)=1

y=x+1
Tangente & au point d’abscisse O : y = h’(0)(x — 0) + h(0)
h(0O)=1+0+0=1 h’'(x) =1 + x donc h’(0)1=
y=x+1

Donc les courbe<C et P ont la méme tangente au point d’abscisse 0.

b) Pour tout nombre réel a: g(a) — h(a’= (1 +a +a§).

g(a) — h(a) :% e'l(a) (question précédente).

Comme sur R%> 0, le signe de g(a) — h(a) est le méme que deli(a).

Donc d’'apres la question 2.a. on en déduit que :

Sia >0, alors I(a) est strictement positive, donC est au dessus de sur ]O ; + oo]
Sia =0, alors I(a) est nulle, don€ et P se coupenten 0

Sia <0, alors I(a) est strictement négative dorc est au dessous de sur ]—oo ; 0.
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Exercice 2 :(5 points) Candidats n'ayant pas suivi I'enseignement de aptci

1. a)Lors du premier passage les deux équipements oméitae probabilité d’étre choisis donc :
1 1
p(T) =5 et p(P) =5

On a observé que si un manchot choisit le tobodggarpbabilité qu'il le reprenne est 0,3 donc :

pra(T2) =0,3
Si un manchot choisit le plongeoir, la probabitjtéil le reprenne est 0,8 donc :
P (P2) = 0,8 donc pPpi(T2) =1 —py(P2) =0,2

b) Les événements; Bt R forment une partition de l'univers, donc d’apra$drmules des
probabilités totales :
P(T2) = p(T2n T1) + p(T2 n Py
P(T2) = pru(T2) x p(T2) + per(T2) * p(Pr)
p(T2) =0,3x0,5+0,2x 0,5

Tos

o(T,) = 0.25

c) Arbre : /
Hy PH |
1_1'!:: T’l |

\ 02
08

Pny)

d) Les événementylet R, forment une partition de I'univers, donc d’apragdrmules des
probabilités totales :

P(Th+1) = P(Ther N Tr) + P(Thez 0 Pr)

P(Tn+1) = Pra(Tn+) X P(Tn) + Peoy(Tn+1) x P(Ry)

P(Tn+1) = 0,3% p(Tn) + 0,2x (1 - p(T)) car p(R) =1 - p(T)

P(Th+2) = 0,1p(T) + 0,2

P(Th+1) = h+1 €t p(T) = th

Donc pour tout entier n> 1, u+1 = 0,1y, + 0,2.
e) A l'aide de la calculatrice :

n |1 2 3 4 5 11 12
u, | 0,51 0,25| 0,228 0,2225 0,22229,222...25| 0,2222222222 0,2222222222

A partir de n = 11, la valeur arrondie ne changes |01,22222222222.
On peut donc émettre la conjecture que la limite dé&a suite (u)) est 0,222222... (nombre
illimité de 2)
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2.a) Pour tout entier naturel>nl : V. = uq+1—g.

9
_ 2
Vn+1 = 0,14+ 0,2 5
v =iu +£—Z
"1T10" 100 9
v = Lfy +z) 1
17100 T 9) 745
T SO S §
1710 T 45745
Vn+1=EVn
Donc la suite () est géométrique de raiso 1 et de premier terme \{ = ug 2L _? :i.
1o 9279718

b) La suite (¥) est géométrique de rais%a et de premier termg ¥ i —% = % —% = 1% donc:

-1
Vn =V, X(i)n soit Vv, :ix(i)
"m0 n=18*\10
n-1
Comme Y=V +2 alors u :ix(i) +2
"9 nT18"\10 9

n-1
. 1 1 . 2
c) lim (—) =0 car-1 <1 donc lim u,==
) Im 110 10 N2 =g

On ag =0,222...ce résultat permet de valider la conjecture émisen 1. e)
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Exercice 2 :(5 points) Candidats ayant suivi I'enseignement de spécialité

l.a)3x(-2)+7x1=—6+7=1
Le couple (- 2 ; 1) est solution de I'équation 3u + 7v = 1.

3Ix(-2)+7x1=1
3x(-2)x10"+7x1x16"= 10"

Une solution particuliére (x ; yo) de I'équation (E) est ¢ 2.1G"; 10™").

b) Soient (x , y) un coupl€ehtiers relatifs solution de (E).
(E): 3x+7y=18
3X+ 7y =3 x{ 210" + 7 x 16"
3(x +2.18"N = 7(13" - )

Or 3 et 7 sont premiers entre eux, dofapdes le theoreme de Gauss :
3 divise (18" — y) et 7 divise (x + 2.10)
Il existe donc un entier relatif k tel que : 216 y =3k et x+2.18 =7k
y=16"- 3k et x=7k-2.1G"

On a demontrer que si (x , y) un couplerdiers relatifs est solution de (E) alors il exist
un entier relatif k tel que y = - 3k et x = 7k— 2.16".

Réciproquementpour tout entier relatif k, le couple (7k2.1G"; 10" — 3k) est solution de

(E).
En effet : 3 x (7Tk- 2.10") + 7 x (16" — 3k) = 21k— 6.1G" + 7.16" — 21k = 16",

Conclusion: L ’ensemble des solutions dar®’ de I’équation (E) est :
{(7Tk — 2.1G"; 10*" — 3k) ; k O Z}

2.a)7 x 14 =98 donc 100 =7 x 14 +2 (modulo 7).
soit (X ; y) un couple de relatifs solution de (G)

alors 3%+ 7y"= 10°"

alors 3% = 10" — 7y
alors 3% = 10°" (modulo 7)
alors 3% = 100" (modulo 7)
alors 3¥ = 2" (modulo 7)
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b)
Re_st_e de la division 0 1 5 3 4 5 6
euclidienne de x par 7
Reste de la division
euclidienne de 3xpar 7. 0 3 S 6 6 S 3

x =0 (modulo 7)
x?= 0 (modulo 7)
3x*= 0 (modulo 7)

X =3 (modulo 7)
x?= 9 (modulo 7)
x?= 2 (modulo 7)
3¢ = 6 (modulo 7)

¥ 1 (modulo 7)
%=1 (modulo 7)
3%= 3 (modulo 7)

¥ 4 (modulo 7)
%= 16 (modulo 7)
%= 2 (modulo 7)
3%=6 (modulo 7)

¥ 2 (modulo 7)
%= 4 (modulo 7)
3%= 12 (modulo 7)
3%=5 (modulo 7)

¥ 5 (modulo 7)
%= 25 (modulo 7)
%= 4 (modulo 7)
3%= 12 (modulo 7)

3% =5 (modulo 7)

X =6 (modulo 7)
x?= 36 (modulo 7)
x?= 1 (modulo 7)
3¢ = 3 (modulo 7)

C) 2=2 (modulo 7)
2% = 4 (modulo 7)
2°=1 (modulo 7)
2=2%x2=2(modulo7) .....

"2 2 sin=1 (modulo 3)
2'= 4 sin= 2 (modulo 3)
2'=1 si n= 0 (modulo 3)

On en déduit que

2" est congru a 1, 2 ou 4 modulo 7.

Si (x ; y) est solution de (G) alors%x 2" (modulo 7)
Or 3X estcongrua0; 3 ;5 et 6 (modulo 7)
et 2 est congru a 1, 2 ou 4 modulo 7
L’équation 3% = 2" (modulo 7) n'admet donc pas de solution.

L’équation (G) n'admet pas non plus de solution.
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Exercice 3: (5 points) Commun a tous les candidats

1. Coordonnées de B (1;0;0); deC(1;1;0) etlmilieude[BC].

. (1+1 0+1 0+ (.1
Donc | a pour coordonnées ( 5 o o smt(l 5 O)
Coordonnéesde B (1;0;0); deF(11D; et J milieu de [BF].
Donc J a pour coordonnées (1; 1; 0 ; O; 0; 1) soit(l ;0 %)
CoordonnéesdeH (0;1;1); deF (1 1D; et K milieu de [HF].
Donc K a pour coordonnées (O *1.1+0.1+ l) soit(l L. 1)
P 2 ' 2 2 22
e i (L4 1 1 (1.5,
2. Coordonnées d&K .(2—1,2—2,1—(3 50|(—2,0,1)

. o7 (1 _1.1.1 N N
Coordonnées dé&J .(1 1:0 25 0) son(o, 2,2)

DHQ.TR*:ZX(—%)+1><0+1><1=0 et’n .1y :2><O+1x(—%) +1x%:0

Donc le vecteurn (2 ; 1 ; 1) est orthogonal K et & 13"

Les coordonnées des vectelikset 1J° ne sont pas proportionnelles, dakc et 1J° ne sont
pas colinéaires.

Le vecteur n~ est orthogonal a deux vecteurs non colinéairgdatu(lJK), c’est donc un
vecteur normal au plan (1JK).

Une équation du plan (1JK) est donc 2x +y + z=@avec d réel.

Le point | appartient au plan (IJK) donc :

2><1+1><%+1><0+d:0 soitd =

Nllon

Une équation du plan (IJK) est : 2x +y + % =0.
En multipliant les coefficients par une aufguation du plan (IJK) est: 4x + 2y + 2z - 5=0.

3.a) Coordonnées deC:(1;0;0)

La droite (CD) a pour vecteur directdd€ et passe parC (1;1;0).

Xx=t+1
Une représentation paramétrique de la droite (DC) &t : {y =1 ,avectOR.
z=0
X=t+1
b) Une représentation paramétrique de la droite @E), y=1 ,avect] R.
z=0
Une équation du plan (IJK) est : 4x + 2y + 2z - 6.=
Xx=t+1
. e ) y=1
Donc les coordonnees de R verifient:, _
dx+2y+2z-5=0
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x=t+1 x=t+1 x=t+1 x:§

4
y=1 y=1 y=1 _1
z=0 “1z=0 “lz=0 7 y:0
4x+2y+22-5=0 \4t+4+2+0-5=0 Lt=—14 | Z°

Le point d’intersection R du plan (1JK) et de la droite (CD) a pour coordonnéeg 1 0)

c) Voir figure

4. Pour tracer la section du cube par le plan (IJKut tracer les intersections du plan (1JK)

avec les faces du cube.

Intersection avec la face BCGF : c’est le segmidt [

Intersection avec la face ABCD : c’est le segmé&RL. [

Intersection avec la face EFGH :
La face EFGH est paralléle a la face ABCD, domtdtrsection sera paralléle a (IR).
Comme le point K appartient a la face EFGF, il fdomc tracer la paralléle a (IR) passant
par K. Cette droite coupe alors les segments [BRirepoint L et [GH] en un point M.

Intersection avec la face ABFE : c’est le segméh} [

Intersection avec la face CDHG : c’est le segmBiR][

Voir figure
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5.a) Coordonnéesde G:(1:1:1)
Distance du point G au plan (IJK) est :

[4x1+2x1+2x1-5 3 3 36 [

DN =7 F+ 2 N2a 2/6 2x6 4

La distance du point G au plan (1JK) esﬁ?.

b) F(1;0;1) G(@:1:1)
Rayon de la sphére S : GF=1

La distance du point G au plan (1JK) é@< 1.

Doncla sphere S et le plan (1JK) sont sécants.
Leur intersection est un cercle, dont le ceftrest le projeté orthogonal de G sur le plan (IJK).
Soit N un point de ce cercle.
Le triangle G2N est rectangle ef.
D'aprés le théoréme de Pythagore : ‘GNGQ? + QN?
GN est égale au rayon de la sphére S soit 1.

GQ est égale a la distance du point G au plan (I@Kﬁ%

QN est le rayon du cercle d’intersection. G
Donc QN?= GN — Q02

- 6 (1IK)
QN =1 16

>_ 10 N
QN- = 16 Q
an =10

4
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Exercice 4: (6 points) Commun a tous les candidats

1.a) zA:1+i\/§

|zal =\J1 + (1/3)?=+[4=2 donc zzz(%ﬂlzé] donc argz=g

I
3

I

Donczy = 2e

i

Zg = 2idonczg = 2e 2

b) Voir figure en fin d’exercice

) |z|=0A=2ef zg|=0B=2
Donc OA = OB. Le triangle OAB est donc isocele en O

2g3 (T T
2.a) Qz%z e(e' d =e ®
% g2
ot ZA n
Un argument du quotlentz— est 5
B

Or argi—’; = (OB ;OA) Donc(OB ; OA) = —%

b) La rotation transforme A en B donc I'angle dedtation est : QA ; OB) = — OB ; OA) :%

T
i=

L’écriture complexe de la rotationrest: z’ =e z.

3.a) On sait que OA = OB, donc les cerdestl"” ont le méme rayon.
Comme I'image de A par r est B, alors on en dégluitle cerclel” est I'image du cerclel” par
la rotation r.

zA+zB_1+'r\/§+2i_;+i2+ 3
2 - 2 "2 2

b) =

C) COr donc AC =AO et @17’ donc BC =BO
Donc AC =BC = OA = OB.
Le quadrilatere OACB posséde 4 cotés égaiest donc un losange.

d) Comme OACB est un losange, ses diagonales onéhee milieu.
| étant le milieu de [AB], alorkest le milieu de [OC].

ZO;ZC soit  z =2z soit  zc=1+(2 +4/3)i.

Donc z =
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4.2) AD=|z-z|=[2n3- 13| =[-1+4/3] =\/(- 1P+ (B =2 =2

Le rayon du cercl€ étant égal a OA = 2, on en déduit degoint D appartient au cerclerl .
Voir Figure :

Pour placer D : c’est le point d’'intersection en&eercle” et I'axe des imaginaires purs car D
est un imaginaire pur.

b) Pour placer D’.

D’ est I'image de D par la rotation r, donc D’ apjgant au cercle de centre O passant par D.
Comme D est un point du cerdlealors D' est un point du cerdlé, car le cercld’ est I'image
du cercld” par la rotation r.

Ces deux cercles se coupent en deux points.

D’ est le point d'intersection tel quep ; OD’) :1_61

Voir figure.
D’ est I'image de D par la rotation r donc :

Zp = elg X ZD=(32E +%Ij X 2|’\/§
Zp = —\/5 + 3i
5.  affixedeDC:z—2 = 1+(2 ++/3)i— 283 =1 + (2 4[3)i
affixe deDD’ : zp — o = —+[3 + 3i — 24/3 = /3 + (3 - 3[3)i
an factoriasant : ”qlé +((3- 3/§)i = —\/5 (1 +(2 — |%D = —\/5 (1 +(2 —\/§)i)

DoncDD’ = —~/3DC
Les vecteursDC et DD’ sont colinéaires, donc les points C, D, D’ soralignés.
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